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Rozdzial 1

Wstep

Praca niniejsza stanowi probe przedstawienia jednolitego modelu uktadu planetar-
nego, dzieki ktéremu mozliwe bytoby wykrywanie oraz wyznaczanie orbit ewentu-
alnych planet na podstawie precyzyjnych astrometrycznych pomiaréw zmian pozycji
gwiazdy. Problem ten od ostatnich lat nabiera coraz wigekszego znaczenia w kon-
tekscie bardzo obiecujacych perspektyw wynikajacych z aktualnych i planowanych
projektéw obserwacyjnych. Poruszona tu tematyka obejmuje zaréwno redukcje astro-
metryczng pomiaréw na poziomie 1 uas, jak i proces modelowania ruchu gwiazdy
w celu dopasowania go do obserwacji. Opisana metoda jest do$¢ uniwersalna, acz
w szczegllnym stopniu dostosowana jest do wzglednych obserwacji astrometrycz-
nych, przewidzianych m. in. w projektach radio-interferometrycznych. Rozwazania i
formuly nakierowane s3 na rozwigzania numeryczne, zatem w znacznej wiekszosci
zaprezentowano tutaj rozwigzania dokladne, nawet jesli mozliwe byto tylko przed-
stawienie ich w postaci zalezno$ci uwiklanych.

Mysla przewodnia byla che¢ dokladnego przedstawienia probleméw teoretycz-
nych oraz réznego rodzaju efektéw, ktére bra¢ nalezy pod uwage w kontekscie astro-
metrii mikrosekundowej. W zwigzku z tym, praca skupia sie¢ gtéwnie na zagadnie-
niach teoretycznych, za$ kwestie czysto techniczne, zwigzane z budowa w petni dzia-
tajgcego systemu komputerowego do analizy obserwacji astrometrycznych, wykra-
czaja poza jej ramy. Wiele z tych zagadniefi pojawia si¢ bowiem w réznych zastosowa-
niach astronomicznych, wiec w przypadku wzglednie nowej techniki obserwacyjnej,
jaka jest precyzyjna astrometria, ich wyczerpujace opracowanie ma znaczenie raczej

drugorzedne.



1.1 Opis oznaczen

Wszystkie skalarne wielkosci fizyczne oznaczane sa kursywa, np. t, M. Wielkosci
fizyczne wektorowe oznaczane sg poprzez dodanie symbolu strzatki nad literg, np. 7.
Wielkosci macierzowe oznaczane sg czcionka pétgrubg, np. R,.

Potozenie obserwatora oznaczane jest zwykle symbolem ¥, w odréznieniu od po-
tozen innych cial, oznaczanych symbolem 7’z odpowiednim indeksem. Wektory kie-
runkowe', wyznaczajgce potozenia na sferze niebieskiej, oznaczane sg zazwyczaj sym-
bolem 3. Wersory wskazujgce osie uktadu wspoétrzednych oznaczane sg symbolami
&, €, €. Symbol w oznacza zwykle potencjal pola grawitacyjnego.

Wielkoé¢ oznaczona symbolem I jest bezwymiarowym parametrem wyznaczaja-
cym odstepstwa od Ogolnej Teorii Wzglednosci (OTW) i zostala zapozyczona z pracy
[7] (gdzie oznaczana jest jako y). W przypadku pelnej zgodnosci z teorig, parametr
ten ma warto$¢ 1. Dzieki wprowadzeniu tego parametru, zgodnoé¢ z OTW moze by¢
zweryfikowana do$wiadczalnie w obserwacjach astrometrycznych, a jednoczes$nie, w
przypadku wykrycia jakichkolwiek niezgodno$ci, model astrometryczny moze by¢ w
prosty sposéb dopasowany.

Macierze oznaczane symbolem R z indeksami x, y, z oznaczaja macierze obrotu

wokot odpowiednich osi w przestrzeni tréjwymiarowej i wyrazaja sie jako:

1 0 0
Ri(a) =10 cosa -sina| ,

0 sina cosa

cosa 0 sina
R@=[ 0 1 0|, (1.1)
—sina 0 cosa
cosa —sina 0

R.(a) =|sina cosa O
0 0 1

Oznaczenie O(¥) stosowane jest w niniejszej pracy jako okreslenie doktadnosci

formut. Jesli, przyktadowo, wskazane jest, ze dla danej funkcji ¥ (x)
y(x) =z(x) + O(F) , (1.2)

to istnieje taka stata c € R,, ze dla dowolnego x € D,, |y(x) — z(x)| < ¢ - F (x).

lwektory o dtugosci jednostkowej, zwane tez wersorami



1.2 Metody poszukiwania planet pozastonecznych

Od czasu odkrycia w 1992 roku pierwszego pozastonecznego uktadu planetarnego
PSR 1257412, do poszukiwania planet pozastonecznych wykorzystywano rézne me-
tody. Kazda z tych metod posiada zaréwno okreslone zalety, jak i wady, okreslajac
tym samym kategorie uktadéw planetarnych, ktére moga zosta¢ dzigki niej zaobser-
wowane. Ponizej przedstawione zostanie kilka gtéwnych metod wraz z ich krétka
charakterystyka, w tym takze metoda astrometryczna, ktorej szczegoly zostang przy-

blizone w kolejnych rozdziatach.

1.2.1 Chronometraz pulsaréw

Silne pole magnetyczne pulsaréw w polgczeniu z bardzo szybka rotacja tych gwiazd
powoduje, ze przy odpowiednim ustawieniu osi obrotu pulsara wzgledem obser-
watora, odbiera on w bardzo dokladnych odstepach czasu btyski promieniowania
radiowego. Jesli gwiazda posiada uklad planetarny, wykonuje ona niewielkie ruchy
wokot srodka masy catego ukiadu, symetryczne do ruchéw planet, a jedynie w od-
powiednio mniejszej skali. Ruchy takie zaburzajg regularno$¢ wysytanych sygnatéw,
a precyzyjna analiza nieregularnosci pozwala na wyznaczenie parametréw krazacych
wokot pulsara planet.

Doktadnos$¢ wspoétczesnych metod pomiaru czasu przychodzacych sygnatéw po-
zwalajg na wykrywanie ta metodg planet nawet o niewielkich masach. Jest to istotng
zaletg tej metody, w poréwnaniu do innych metod o znacznie mniejszej precyzji. Nie-
stety, pulsary stanowia znikoma czes¢ obserwowanych gwiazd, wobec czego liczba

uktadéw planetarnych odkrytych tg metoda jest stosunkowo niewielka.

1.2.2 Analiza predkosci radialnych

Nieregularnosci w sygnatach pulsaréw nie s jedynym efektem ruchu gwiazdy spo-
wodowanego obecnos$cig planet. Ruch taki mozZna stwierdzi¢ takze w przypadku
gwiazd innych typéw na podstawie analizy ich widma. Z kazda z obecnych w widmie
gwiazdy linii stowarzyszona jest okreslona dtugosc¢ fali, ktéra z duza precyzja mozna
wyznaczy¢ w warunkach labolatoryjnych lub tez przewidzie¢ na gruncie teoretycz-
nym. Linie w widmie gwiazdy poruszajacej si¢ wzgledem obserwatora sg przesuniete
zgodnie z efektem Dopplera. Mierzac przesuniecia wielu znanych linii, mozna z duza

dokladnoscig wyznaczy¢ predkosé radialng® gwiazdy w chwili obserwacji, za$ ana-

predkos¢ radialna - skladowa predkosci réwnolegta do kierunku do gwiazdy



lizujgc zmiany tej predkosci zdecydowaé o istnieniu planet obiegajacych gwiazde i
ewentualnie wyznaczy¢ ich parametry.

Metoda predkosci radialnych jest obecnie jedng z wiodacych metod wykrywania
planet pozastonecznych. Sukces tej metody uwarunkowany jest przede wszystkim
wysoka dokltadnosciag wspoélczesnych pomiaréw spektroskopowych. Aby utrzymad
odpowiednig doktadno$¢, gwiazda musi by¢ odpowiednio jasna, a poza tym, linie w
jej widmie nie powinny by¢ ,,rozmyte”, a wiec w praktyce podzbiér gwiazd obserwo-
walnych tg metoda zaweza sie do kartéw typu widmowego F i pézniejszych. Do wad
tej metody nalezy zaliczy¢ réwniez to, ze rozwigzania otrzymane dla danego ukladu

na drodze modelowania czesto bywaja niejednoznaczne.

1.2.3 Analiza pomiaré6w astrometrycznych

Astrometryczna metoda detekcji planet polega na bezposrednim obserwowaniu prze-
sunie¢ gwiazdy wywolanych obecno$cig planet. Poniewaz masa planet jest zwykle
duzo mniejsza od masy gwiazdy, a odlegloéci do gwiazd sg duze w poréwnaniu z
amplitudg ich ruchéw, mierzone przesuniecia katowe gwiazd sg bardzo nieznaczne i
do ich zaobserwowania wymagana jest wysoka dokladnoé¢ pomiaréw astrometrycz-
nych. Niewatpliwg zaletg tej metody jest uniwersalny, niezalezny od typu widmowego
gwiazdy przebieg analizy pomiaréw, dzieki czemu ewentualna automatyzacja pro-
cesu badan jest tatwiejsza do zaprojektowania niz w przypadku innych metod. Same
pomiary natomiast moga by¢ wykonywane przy pomocy réznych technik obserwa-
cyjnych: obrazowania, klasycznych pomiaréw astrometrycznych (réznicowych), czy
nawet interferometrii, zaréwno wizualnej jak i radiowej. Praca [16] stanowi wyczer-
pujace opracowanie na temat stanu zaawansowania wspoélczesnej astrometrii precy-
zyjnej, mozliwosci oferowanych przez tg metode oraz stojacych przed nig trudnosci.

Jednoczesne wykorzystanie pomiaréw astrometrycznych i pomiaréw predkosci
radialnych umozliwitoby bardziej efektywne wyznaczanie mas i orbit sktadnikéw
postulowanych uktadéw. Na zagadnieniu tym oparta zostala publikacja [18], jednak
zastosowane tam podejscie jest zbyt uproszczone, przez co problem ten pozostaje
wcigz otwarty. Problem ten poruszony zostal takze we wspomnianej juz pracy [16].
W niniejszej pracy brana bedzie pod uwage wylacznie analiza pomiaréw astrome-

trycznych.



1.3 Motywacje na rzecz astrometrii

Znaczny rozw0j technologii pomiaréw astrometrycznych w ostatnich latach skierowat
na ta dziedzine badan uwage entuzjastéw poszukiwania planet pozastonecznych. Do-
ktadnosé dostepnych obecnie technik pomiarowych w wiekszosci przypadkéw spet-
nia juz wymagania warunkujgce mozliwo$¢ detekcji nieodkrytych dotad pozastonecz-
nych ukltadéw planetarnych. Najwieksze szanse wigze si¢ z misjami kosmicznymi,
ktérych gtéwnym celem jest wykonanie masowej, seryjnej astrometrii o wysokiej do-
ktadnosci. Pierwsza z owych misji, SIM (Space Interferometry Mission), ktorej zalozenia
opisano w [14], planowana byta poczatkowo na rok 2005. Pomiary wykonane przez
zestaw teleskopéw umieszczony w przestrzeni kosmicznej, wykorzystujacy technike
interferometrii optycznej, miaty osiggnaé¢ doktadnos¢ rzedu 1 pas. Niestety, start misji
byt kilkakrotnie odraczany z powodoéw cie¢ finansowych i obecnie wiadomo tylko, ze
wystartuje ona nie wcze$niej niz w 2015 roku.

Druga z planowanych misji, Gaia pod nadzorem European Space Agency, kto-
rej obszerny opis znajduje si¢ w [11], ma jako jeden z wyznaczonych celéw, obok
spektroskopii i fotometrii, wykonanie masowych obserwacji astrometrycznych. Dla
najjasniejszych gwiazd precyzja pomiaréw astrometrycznych ma osiggna¢ 7 uas, za$
dla najstabszych ok. 0.3 mas. Start misji planowany jest obecnie na 2012 rok.

Mimo iz dane pomiarowe o precyzji mikrosekundowej nie sg jeszcze dostepne,
zdazyla juz powstac¢ pewna liczba publikacji wykorzystujacych do detekcji planet po-
miary astrometryczne oparte o technike interferometrii wielkobazowej. I tak, w [6]
opisano odkrycie matomasywnego skfadnika orbitujgcego wokoét gwiazdy AB Dora-
dus. Odkrycie bylo wynikiem analizy wynikéw pomiaréw z VLBI i satelity Hippar-
cos. Z kolei w [13] wskazano na mozliwos¢ istnienia planety wokét gwiazdy péznego
typu, réwniez na podstawie obserwacji astrometrycznych.

Jak sie okazuje, nawet w przypadku nieco nizszej precyzji pomiaréw astrome-
trycznych, jest wcigz mozliwa detekcja i modelowanie okreSlonych kategorii ukla-
doéw planetarnych. Za przyktad stuzy¢ moze projekt radiointerferometryczny RISARD
(Radio-Interferometric Survey of Active Red Dwarfs) [3], w ktérym planowana jest ana-
liza pomiaréw astrometrycznych o doktadnosci rzedu 0.1 mas. Pomimo iz pomiary
dokonywane sg z powierzchni Ziemi, precyzja taka moze by¢ osiggnieta dzieki odpo-
wiedniej kalibracji oraz wykorzystaniu astrometrii wzglednej. Innym, zblizonym pod
wzgledem zatozeniem projektem jest RIPL, ktérego zarys zaproponowany zostal w
[1], r6wnieZ z wykorzystaniem techniki interferometrycznej. Celem przys$wiecajagcym
niniejszej pracy bylo stworzenie modelu uniwersalnego, lecz ukierunkowanego na

opracowanie pomiaréw pochodzacych wtasnie z tego rodzaju projektow.
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Rozdzial 2

Astrometryczna metoda poszukiwania

planet

Analogicznie do innych metod poszukiwania planet, istotq metody astrometrycznej
jest wyznaczenie, dla kazdej hipotetycznej planety, zestawu parametréw definiujacych
jej orbite. Pozadany zestaw parametrow charakteryzuje si¢ tym, ze r6znice pomiedzy
obserwowanymi potozeniami gwiazdy a obliczonymi na podstawie modelu sg jak
najmniejsze. Aby znalezienie odpowiednich parametréw bylo mozliwe, obserwacje
muszg by¢ uprzednio skalibrowane, uwolnione od efektéw instrumentalnych, a takze
od wplywu: otoczenia, pofozenia i ruchu samego obserwatora. W zwigzku z tym,
konieczne jest wykonanie odpowiedniej redukcji astrometrycznej, tak, aby sprowa-
dzi¢ wszystkie wyniki pomiaréw do tego samego, ustalonego ukladu odniesienia,
na przyklad zwigzanego z barycentrum Ukltadu Stonecznego. Po wykonaniu redukcji
danych, moga one postuzy¢ do wyznaczenia parametréw orbitalnych planet. Jak sie
okaze, przeprowadzenie pelnej redukcji w standardowy sposéb nie bedzie mozliwe,
a czed¢ czynnodci redukcyjnych bedzie wykonywana na nastepnym etapie, podczas
modelowania rozwigzan uktadu planetarnego.

Iloéciowa weryfikacja zgodnosci jednego, wybranego zestawu parametréw z da-
nymi obserwacyjnymi jest doé¢ prosta i moze by¢ przeprowadzona na gruncie pod-
stawowej analizy statystycznej. Nalezy w tym celu wyznaczy¢, dla kazdego punktu
pomiarowego, astrometryczne potozenie gwiazdy wynikajgce wprost z przyjetych pa-
rametréw, po czym zbada¢, przy uzyciu odpowiedniej metody statystycznej, zgodnos¢
obu serii pomiarowych: obserwacyjnej i syntetycznej (w praktyce, przy najbardziej ,ty-
powych” zastosowaniach, metode taka stanowi metoda Gaussa rachunku najmniej-
szych kwadratéw). Wynikiem takiego postepowania jest iloSciowa ocena zgodnosci

wybranego zestawu parametréw ze zbiorem danych astrometrycznych.



Poniewaz parametry optymalne nie znane a priori, w celu ich wyznaczenia nalezy
przeszuka¢ calg przestrzen mozliwych parametréw. Badajac poszczegdlne elementy
tej przestrzeni przy pomocy opisanej wyzej metody, mozna w latwy sposéb poréw-
nywaé ze sobg rézne zestawy parametréw pod wzgledem zgodnosci dopasowania,
mozna wiec takze odnaleZ¢ taki zestaw, ktéry najlepiej ze wszystkich odpowiadac be-
dzie danym obserwacyjnym. Jak sie okaze, problem ten sformutowaé mozna w postaci
poszukiwania minimum funkcji wielu zmiennych. Znalezione na drodze przeszuki-
wania parametry odpowiada¢ beda orbitom planet najlepiej pasujgcym do danych
obserwacyjnych.

Otrzymane rozwigzanie jest dopasowane pod katem zgodnos$ci z obserwacjami,
ale nie gwarantuje to, ze wymodelowany uklad jest na tyle stabilny, aby istnie¢ w
rzeczywistosci. Dla przyktadu, uktad w ktérym orbity planet przecinajg sie¢, z reguly
nie jest stabilny, a mimo to, moze zosta¢ wybrany przez algorytm jako najlepsze
dopasowanie. W zwigzku z tym, ostatnim etapem modelowania powinna by¢ analiza
stabilnosci uktadu, lub tez, alternatywnie, juz na etapie modelowania powinny by¢
narzucone wiezy stabilnosci (zagadnieniu temu poSwiecona jest praca [4]). Z uwagi
na charakter niniejszej pracy, problem stabilnosci znajdowanych rozwigzan nie bedzie

poruszany.

2.1 Ruch izolowanego ukladu gwiazdy i planet

Rozpatrzmy przypadek uktadu N planet o masach my, m, ... my krazacych po orbitach
wokot gwiazdy o masie M. Zalézmy, ze planety nie oddziatuja wzajemnie ze sobg, a
»z punktu widzenia” dowolnie wybranej planety, ruch gwiazdy powodowany obecno-
Scig pozostalych jest zaniedbywalny. Zatem, kazda z planet porusza¢ si¢ bedzie wokét
Srodka masy ukltadu po statej orbicie eliptycznej niepodlegajacej perturbacjom. Zato-
zenie powyzsze jest dobre, jesli czas trwania misji obserwacyjnej jest duzo mniejszy
od skali czasowej ewentualnych zmian parametréw orbit w takim stopniu, by mogty
by¢ one dostrzezone przy danej precyzji obserwacyjnej. Oczywiscie, dla niektérych
uktadéw planetarnych, w ktérych masa planet nie jest zaniedbywalna w stosunku do
masy gwiazdy centralnej, lub wystepuja silne rezonanse ruchéw $rednich niskiego
rzedu pomiedzy orbitami planet, zatoZzenie takie moze nie by¢ wtasciwe.

Potozenie kazdej z planet (i = 1...N) wzgledem barycentrum mozna wyrazi¢ za
pomoca zestawu elementéw orbitalnych: a, T (okres orbitalny), e (mimosréd orbity),

1 (nachylenie orbity do ustalonej ptaszczyzny), t, (czas przejScia przez perycentrum'),

Iperycentrum - punkt na orbicie potozony najblizej ogniska orbity
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Q) (dlugos¢ wezla wstepujacego), @ (dtugos¢ perycentrum) jako
ai[cos Ei(t) — e;]
7i(t) = Ro(=Q) - Re(—1)) - Ro(Qs — @) - |41 — e2sin Ei(t) | (2.1)
0

przy czym funkcja E;(t) wyznacza tzw. anomalie ekscentryczng i zwigzana jest z
czasem t poprzez tzw. réwnanie Keplera:

ZT—T(t —t,) . (2.2)

Przy oznaczeniach takich jak powyzej, jesli tylko uktad planetarny uwazamy za

Ei(t) — e;sin E;(t) =

izolowany, to korzystajac z definicji Srodka masy otrzymujemy wyrazenie na potoze-

nie gwiazdy wzgledem barycentrum ukladu, oznaczane tutaj jako

N
A0 = 37 L) 3

Réwnanie w powyzszej postaci posiada duzg liczbe wzajemnie skorelowanych pa-
rametrow, takich jak m;, M oraz a;, ktérych nie bedzie mozna wyznaczy¢ niezaleznie
z obserwagji. Nalezy wiec w tym momencie wprowadzi¢, zamiast pétosi orbit plane-
tarnych a;, pétosie ,,gwiazdowe”, odpowiadajgce amplitudom ruchu gwiazdy wokét

barycentrum. Oznaczajac 4; = ra;, otrzymujemy
N d;[cos E;(t) — e;]
i =-) R(-Q) R R -0):[a[l-2sinE)| . @4)
i=1 0
Jesli parametry powyzszej funkcji (w szczeg6lnosci T; oraz d;) sa znane, do wyzna-
czenia mas i rzeczywistych potosi orbit planet wymagana jest dodatkowa informacja

na temat masy samej gwiazdy. Jesli taka informacja jest dostepna, mozna wykorzystaé

III prawo Keplera:

GM?
d—— _T? 2.
“ Am2(M +m;)2 " (2.5)
ktére po podstawieniu m = M Z—j mozna wyrazié¢ jako
| GMT?
a; = \|——— — aidi(2a; + 4;) , (2.6)
4m?

dzieki czemu mozliwe jest znalezienie rozwigzania metodg iteracyjng, przyjmujac
poczatkowo a; = 0.
Po wyznaczeniu pétosi planetarnych, wyznaczenie mas planet nie nastrecza trud-
nosci, wyraza sie one jako X
m; = Z—M . 2.7)
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2.2 Precyzja astrometryczna a wykrywalnos$¢ planet

Istotng kwestig przy analizie metody astrometrycznej jest zaleznos$¢ miedzy wykry-
walnosciag planet a dokladno$cig pomiaréw astrometrycznych. Przyjmijmy uktad skia-
dajacy sie z jednej planety o masie m, obiegajacej gwiazde o masie M po orbicie o
potosi wielkiej réwnej a. Oznaczmy odlegtos¢ tego uktadu od obserwatora przez D.
Zakladajac ze m < M (a zatem 4 < a), rOwnanie (2.6) przybierze nastepujacg, znang

postac:
@ GM
T2 4m?
Bioragc pod uwage powyzsze réwnanie oraz réwnanie (2.7), maksymalne obser-

(2.8)

wowane katowe przesuniecie (@) wynikajace z ruchu gwiazdy wokét barycentrum

swojego uktadu planetarnego wyrazi sie jako

m s GT2
=\ mae (29)

Wykrycie takiej planety bedzie mozliwe tylko wtedy, gdy niepewno$¢ pomiaréw
astrometrycznych bedzie co najwyzej poréwnywalna z a. Dla gwiazdy o masie Stonica,
zakresy wykrywalnosci planet o réznych masach przedstawione sg na rysunku 2.1.
Jak sie okazuje, precyzja pomiar6w na poziomie 1 uas jest wystarczajgca do wykry-
wania planet o duzych masach, nawet jesli uktady, do ktérych nalezg, sg dos¢ odlegte
od Stonica. Jednoczesnie, znalezienie planety o masie zblizonej do Ziemi jest mozliwe
tylko wokét gwiazd najblizszych, polozonych w odlegtosci kilku parsekéw od Storica.
Warto bowiem pamieta¢é, Ze szanse na uzyskanie dobrego dopasowania znacznie ma-
leja, jesli okres obiegu planety wokoét gwiazdy jest dtuzszy od przedziatu czasowego,

w ktérym wykonywane sg obserwacje.

2.3 Wybér ukladu wspélrzednych

Wektory oznaczajgce rézne wielkosci fizyczne mogg by¢ wyrazone w dowolnym ukta-
dzie wspdtrzednych sferycznych, jesli tylko jest on dobrze zdefiniowany. Z tego po-
wodu, wzory wyrazajacy wplyw réznych efektéw uwzglednianych w redukcji sa
niezmiennicze ze wzgledu na wybrany uklad wspoélrzednych, a wymagaja tylko,
by wszystkie wielko$ci wykorzystywane we wzorze wyrazone byly w tym samym
ukladzie. Transformacje pomiedzy dwoma wybranymi uktadami wspétrzednych sfe-
rycznych da si¢ zawsze przedstawi¢ w postaci iloczynu co najwyzej trzech macierzy

obrotu. W niniejszej pracy nie zachodzi potrzeba korzystania z wiecej niz jednego
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A okres orbitalny [lata]
—10

5

—1-0.05

—0.01

——0.005

\
10 mas 1 mas 0.1 mas 10 pas 1 pas

| | | | | |
|
1 mas 0.1 mas 10 pas 1 pas 0.1 yas
| | | | | |
\ \ \ \
0.1 mas 10 pas 1 pas 0.1 pas D =100 pc

VY

efzAosaid euebewim

Rysunek 2.1: Zalezno$¢ miedzy okresem orbitalnym planety a precyzja astrome-
tryczng wymagang do jej wykrycia, przedstawiona dla réznych mas planet i r6znych

odlegtosci obserwatora od gwiazdy centralnej
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uktadu wspétrzednych, zatem kwestie zwigzane z transformacjami pomiedzy nimi
nie bedg podejmowane.

Podstawowy problem z wyborem ukladu wspétrzednych wynika z zatozenia pre-
cyzji na poziomie mikrosekundowym. Najdoktadniejszy uktad wspétrzednych, ICRS
(International Celestial Reference System, [15]), jest zdefiniowany z precyzja oceniang na
30 pas. Jednakze, jesli pozycja gwiazdy w ukladzie ICRS bedzie wyznaczana zawsze
w ten sam sposéb (np. wykorzystujac tg samg gwiazde referencyjng o ustalonym
potozeniu ICRS) to ewentualny biad bedzie mial charakter bledu systematycznego,
tym samym nie zaburzajgc badania samej zmiennosci potozenia. W takiej sytuacji
mozna przyjaé zmodyfikowany uktad wspoétrzednych, w ktérym polozenie gwiazdy
referencyjnej jest wyznaczone dokladnie, a wiec wyznaczane na jej podstawie potoze-
nia gwiazdy badanej nie sa obarczone zadnym dodatkowym btedem. Wtedy jednak,
wszystkie inne potozenia (np. wyznaczone z efemeryd polozenia planet) posiadaja
dodatkowa niepewnos¢ (o charakterze btedu systematycznego) réwng doktadnosci
wyznaczenia poltozenia gwiazdy referencyjnej. Niepewno$¢ ta bedzie tu oznaczana
przez 1 i bedzie miata niewielki, cho¢ zauwazalny wplyw na precyzje wynikéw otrzy-
manych na drodze redukcji. Warto$¢  moze waha¢ sie, w zaleznosci od wyboru
gwiazdy referencyjnej (badz zestawu gwiazd) od 30 uas dla obiektéw referencyjnych
wchodzacych w sktad ICRF az do kilku milisekund dla wigkszosci gwiazd z kata-
logu Hipparcos [12]. Z uwagi na duza liczbe gwiazd w tym katalogu, bedagcym obecnie
podstawowq (wedltug: [9]) realizacja ICRS w zakresie widma optycznego, podzbiér
gwiazd o n < 1mas jest takze dos¢ liczny, mozna zatem przyjaé, Ze przy obserwacjach
wzglednych dokladnoé¢ wyznaczenia potozenia gwiazdy referencyjnej bedzie réwna

co najwyzej 1 mas.

2.4 Wybér skali czasu

We wspolczesnej astrometrii precyzyjne traktowanie pomiaréw czasu jest nieodzowne.
Zgodnie z Ogo6lng Teoriag Wzglednosci, wspétrzedne czasowe, podobnie jak prze-
strzenne, podlegaja nieliniowym transformacjom przy przejéciach miedzy réznymi
uktadami odniesienia. W przypadku pomiaréw, ktére majg by¢ sprowadzane do ba-
rycentrum Ukfadu Stonecznego, obowiazujaca skalg czasu jest TCB (Barycentric Co-
ordinate Time). Jest to skala czasu, ktérg mierzylby zegar, znajdujacy sie stale w ba-
rycentrum Uktadu Stonecznego, jednoczesnie nie odczuwajac jego potencjatu grawi-
tacyjnego. Niemniej jednak, z ta skalg czasu zwigzana jest pewna trudnos$¢. Jednostki

i stale fizyczne, zdefiniowane w ukfadzie SI w ziemskim polu grawitacyjnym, nie sa
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zgodne z pomiarem czasu wzgledem tej skali. Uzycie czasu TCB wymagaloby wiec
wprowadzenia innych (liczbowo) wartosci pewnych statych, takich jak chociazby diu-
gos¢ jednostki astronomicznej. Jednakze, zgodnie z [7], w miejsce skali TCB moze by¢
wykorzystana skala czasu TDB (Barycentric Dynamical Time), bedaca liniowa trans-
formacjg TCB. Dzieki temu, utrzymujac rygorystyczne zalozenia dotyczace zgodnosci
z OTW, mozna stosowaé dobrze zdefiniowane, znane wartosci statych fizycznych. Za-
leta skali czasu TDB jest réwniez, jak nadmieniono w [17], jej wysoka zgodnos¢ ze
skalami czasu efemeryd.

Czas TDB z kolei zwigzany jest z czasem TT (Terrestrial Time) transformacjg za-
wierajgcg wyrazy okresowe o amplitudzie nie przekraczajgcej 2 ms. W zastosowaniu
opisanym w niniejszej pracy precyzja pomiaru czasu nie jest tak kluczowa jak w in-
nych dziedzinach zastosowania astrometrii, mozna wiec zastosowaé, w miejsce czasu
TDB, czas TT, bedacy z kolei zwigzany z szeroko stosowang skalg czasu UTC jako
(na podstawie [9])

TT =UTC +66°.184 . (2.10)

Sktadnik obecny w powyzszej transformacji zmienia si¢ przy kazdym wprowadzeniu

sekundy przestepnej do czasu UTC (podano warto$¢ na dzieri 01 IX 2009).
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Rozdzial 3
Redukcja astrometryczna

Na obserwowane przez nas polozenia ciat niebieskich ma wplyw bardzo wiele czyn-
nikéw. Moga by¢ one zwigzane z rzeczywistym przemieszczaniem sie ciat niebieskich
wzgledem swojego otoczenia, jak i (gléwnie) z efektami lokalnymi, zwigzanymi z oto-
czeniem obserwatora. Przeprowadzenie klasyfikacji takich efektéw i obliczenie ich
wplywu na wyniki obserwacji jest konieczne, je$li pomiary astrometryczne majg po-
stuzy¢ do otrzymania jakicholwiek fizykalnych informacji o obserwowanym obiekcie.

Kazdy z krokéw procesu redukcji niesie ze sobg pewien wktad do niepewnosci
uzyskiwanych wynikéw. Poniewaz zakladana jest precyzja astrometryczna na pozio-
mie 1 pas, pozadane jest, aby dodatkowa niepewnosé modelu opisujacego pojedynczy

etap redukcji byla mniejsza o rzad wielko$ci, czyli nie przekraczata 0.1 pas.

3.1 Refrakcja atmosferyczna

Podczas obserwacji cial niebieskich przy pomocy teleskopéw naziemnych, Swiatlo
pochodzace od tych cial odbierane jest po przejSciu przez atmosfere ziemska. Jej
wplyw jest widoczny nie tylko w postaci absorpcji czesci promieniowania, lecz takze
poprzez ugiecie promienia Swietlnego, przechodzacego z osrodka o nizszym wsp6t-
czynniku zalamania (préznia) do osrodka optycznie gestszego (atmosfera). W efekcie,
obserwowane polozenie Zrédla bedzie odchylato sie w strone zenitu tym bardziej, im
grubsza warstwe atmosfery promieri wietlny po drodze przebedzie. Pierwsze przy-
blizenie tego efektu stanowi model atmosfery ptaskiej, z ktérego wynika nastepujaca

zalezno$¢ pomiedzy obserwowang (widomg) odlegtoscig zenitalng (zqps) a wlasciwg!

lwspétrzedne po wyeliminowaniu wplywu refrakcji okresla si¢ mianem ,pozornych”, lecz w tym

kontekscie mogloby to prowadzi¢ do niejednoznacznosci
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topocentryczng odlegtoscig zenitalng (ziopo):

Ztopo = Zobs + Ktg(Zobs) - (3.1)

Literg K oznaczona zostala tzw. stala refrakcji, zalezna od lokalnych warunkéw
obserwagji. Jesli przez p oznaczymy ci$nienie atmosferyczne w miejscu obserwacji,
za$ przez T temperature powietrza, otrzymamy dla $wiatta widzialnego nastepujaca,
przyblizong zalezno$¢:

p/760 mm Hg
1+T/273K

Wzér (3.1) daje dos¢ dobre oszacowanie tylko dla niewielkich odleglosci zeni-

K=60"4 (3.2)

talnych, zaréwno dlatego, ze jest przyblizeniem pierwszego rzedu, jak i z powodu
nieuwzgledniania krzywizny atmosfery, ktéra dla wiekszych odlegtosci zenitalnych
zaczyna by¢ znaczaca. Nieco lepsze przyblizenie otrzymamy dla modelu atmosfery
kulistej:

Ztopo = Zobs + Atg(Zobs) + Btg(Zobs)> + -+, (3.3)

przy czym widoczne tu stale majq analityczng postaé teoretyczng, opisang w [5, s. 93]
i dla warunkéw normalnych (T = 273K, p = 760 mm Hg) przyjmuje sie A = 60”.29,
B = 0”.06688. Duzo doktadniejsze dopasowanie otrzymuje sie jednak, wyznaczajac
wartoéci stalych empirycznie dla danych warunkéw obserwacyjnych. W razie po-
trzeby, mozna dodawac¢ kolejne wyrazy rozwiniecia i w ten sposéb uzyskiwac¢ do-
ktadniejsze wyniki dla wiekszych odlegtosci zenitalnych.

Jak mozna zauwazy¢, efekty refrakcji sa duzo silniejsze od wszystkich pozostatych
efektow uwzglednianych w redukgcji astrometrycznej. Nawet w przypadku astrometrii
wzglednej, wykorzystanie réwnania (3.3) nie jest wystarczajgce do przeprowadzenia
pomiaréw o wysokiej doktadnoéci. Musza wiec by¢ wykorzystywane ztozone modele
numeryczne, biorgce pod uwage nie tylko samg warto$¢ ci$nienia i temperatury, ale
takze ich lokalne gradienty, a czesto takze sktad chemiczny atmosfery. Efekty refrakcji
atmosferycznej zaleza tez w ogoélnosci od dtugosci fali mierzonego promieniowania,
wiec dla fal radiowych redukcja wplywu refrakcji bedzie wymagata innego podejscia
niz dla obserwacji w $wietle widzialnym. Z drugiej jednak strony, pomiary wyko-
nywane z przestrzeni kosmicznej, a wiasnie takie pomiary stanowig duza szanse dla
astrometrycznego poszukiwania planet, nie sg obcigzone wpltywem refrakcji.

W zwigzku z tym, w dalszej czeSci opracowania polozeniem obserwowanym

gwiazdy okres$la¢ sie bedzie polozenie wolne od efektu refrakcji atmosferycznej.
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3.2 Aberracja Swiatla

Wektor jednostkowy wskazujacy kierunek do Zrédla, bedacy wynikiem obserwacji,
jest okreslony w ukladzie odniesienia zwigzanym z odbiornikiem. Pierwszym kro-
kiem w redukcji jest wiec wyeliminowanie efektu aberracyjnego zwigzanego z ba-
rycentryczng predkoscig obserwatora. Wynikiem tego etapu redukcji bedzie wektor
kierunkowy do Zrédta zdefiniowany w uktadzie spoczywajacym wzgledem barycen-
trum, ale zgodnym z ukladem odbiornika co do potozenia (w chwili pomiaru).

Warto w tym momencie zauwazy¢, ze wplyw efektu aberracji jest znacznie wigk-
szy od innych, uwzglednianych tu efektéw, przekraczajac o siedem rzedéw wielkosci
zakladang w tym modelu precyzje¢ astrometryczng. W zwigzku z tym, aby redukcja
tego efektu byta odpowiednio precyzyjna, musi zosta¢ wykonana zgodnie z Og6lng
Teorig Wzglednosci. Wzory transformacyjne mozna wiec albo wyprowadzi¢ bezpo-
Srednio z réwnan czasoprzestrzeni w OTW, albo wykorzystaé transformacje znane
ze Szczegblnej Teorii Wzglednosci, interpretujagc odpowiednio obecne tam wielko$ci
tizyczne (np. predkosé). Taki wladnie sposéb zostat wykorzystany w pracy [7], bedzie
on wiec wprowadzony takze tutaj.

Transformacje Lorentza pokazujg, ze przy przechodzeniu od jednego ukladu od-
niesienia do innego, jedli uklady te nie pozostajg wzgledem siebie w spoczynku,
pojawia sie pozorna zmiana dtugosci w kierunku zgodnym ze wzgledng predkoscia
obu ukfadéw. Jesli przenosimy dowolny wektor () z uktadu, ktéry okreslimy jako
,Spoczywajacy” do innego, poruszajgcego sie wzgledem niego z predkoscig v, to wek-
tor ten w drugim ukfadzie () bedzie miat posta¢ opisang, przyjawszy oznaczenie
y=(1- ':l;)‘l/z, nastepujgco:

7
Io?

Sprowadzenie wektoréw obecnych w powyzszej transformacji do wektoréw jed-

P =P+(y—1)—(@ 7 . (3.4)

nostkowych prowadzi do nastepujacej, wskazanej w [7, s. 1587] zaleznosci, taczacej

obserwowany kierunek do gwiazdy (Sops) z kierunkiem w ukladzie spoczywajacym

(S_')spocz):

ped Y 27’S_)s ocz =2
Sspocz + (Z + (V - 1) mpz )U

77's_>spocz
()

Wplyw efektéw wiadciwych dla Ogolnej Teorii Wzglednosci, czyli grawitacyjnego

(3.5)

=4 —
Sobs =

zakrzywienia czasoprzestrzeni, wyraza sie w definicji predkosci uktadu wspétporu-
szajacego sie z obserwatorem wzgledem uktadu spoczywajacego wraz z barycentrum.

Predkos¢ ta (¥) mozna obliczy¢, znajgc barycentryczne polozenie odbiornika w chwili
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obserwadji (¥) wraz z jego barycentryczng predkoscig — w sensie pochodnej potozenia

po czasie €9} Odpowiednia formuta wyraza sie, wedtug [7, s. 1587], nastepujaco:
: 1
7=2[14 50+ D] (3.6)

W powyzszym wzorze w(X) oznacza potencjal grawitacyjny w punkcie ¥, za$ T jest
bezwymiarowym parametrem wyrazajacym odstepstwa od OTW (przy pelnej zgod-
nosci z teorig I' = 1).

Powyzsze formuly sa prawdziwe z dokladnoscia do wyrazen rzedu (@)4. Po-
prawka tego rzedu osiaga wartoé¢ 0.1 yas dopiero dla [0] ~ 200X2, zatem dla zna-
komitej wiekszosci przypadkéw poprawki tego rzedu moga by¢ pominiete.

Na dokfadnos¢ obliczen wptywa takze, i to w znacznym stopniu, precyzja wy-
znaczenia polozenia i predkoSci obserwatora. Niepewnos$¢ wyznaczonego kierunku
Sspocz MOZNa wyznaczy¢ metoda rézniczki zupelnej z innej, podanej w [7, s. 1586],
postaci formuly aberracyjnej. Otrzymane wyrazenie z doktadno$ciag do wyrazéw naj-
wyzszego rzedu jest nastepujace:

1]

05 ol = 05l + AT+ (1 + TAw(D) 7)

Wyraz zwigzany z dokfadno$ciag wyznaczenia potencjatu grawitacyjnego jest cat-
kowicie pomijalny, istotny jest natomiast wyraz zalezny od dokladno$ci wyznaczenia
predkosci obserwatora. W tabeli 3.1 przedstawione jest zestawienie réznych pozio-
moéw precyzji pomiaru predkosci barycentrycznej wraz z btedem astrometrycznym

na kazdym z tych poziomoéw.

biad (uas) maks. A )

0.1 0.00015
1 0.0015
10 0.015
100 0.15

1000 1.46

Tablica 3.1: Dopuszczalna niepewno$¢ wyznaczenia predkosci barycentrycznej obser-

watora w zalezno$ci od zadanej precyzji astrometrycznej

Zgodnie z zalozeniem dotyczacym wybranego ukladu wspétrzednych, kierunek
zmierzonej predkosci jest dodatkowo obarczony btedem systematycznym 7. Na pod-

stawie réwnania (3.7), efekt ten powoduje w ostatecznym wyniku btad, ktérego gérne
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ograniczenie, w zaleznosci od I, Wynosi n% Przyjmujac 7 = 1 mas, btad ten przekra-
cza wartos¢ 0.1 pas dla [d] > 3052, Jako Ze jest to predkos¢ rzedu predkosci orbitalne;
Ziemi, w wiekszosci przypadkéw wynikajacy stad btad bylby znaczacy dla precyzji
pomiaréw i jako taki musialby by¢ wziety pod uwage.

Zawarte w tabeli 3.1 wymagania dotyczace precyzji wyznaczenia barycentrycz-
nej predkosci obserwatora dla precyzji astrometrycznej 1 pas (a tym bardziej 0.1 uas)
sa nierealne do spelnienia zaréwno w przypadku obserwacji satelitarnych, jak i na-
ziemnych (interferometrycznych). Konieczne jest zatem znalezienie alternatywnego

podejécia do redukgji efektu aberracji.

3.2.1 Aberracja w astrometrii wzglednej

Zat6zmy, ze mierzymy jednoczesnie kierunek do gwiazdy odniesienia (Gobs) oraz do

interesujacej nas gwiazdy (Sops). Metoda taka nadawalaby sie szczegdlnie do analizy

obserwagji interferometrycznych, w ktérych z zatozenia otrzymujemy pomiar wzgle-

dem Zrédta kalibracyjnego, znajdujacego sie w niewielkiej (maksymalnie 1-2 stopni)

od badanego obiektu. Kierunki do obu gwiazd w ukltadzie spoczywajacym (wzgle-

dem barycentrum Uktadu Stonecznego) oznaczymy odpowiednio przez 3spocz i s?spocz.

Skoro interesuje nas tylko ocena niepewnosci, zwigzki pomiedzy tymi wielkoSciami

mozna wyrazi¢ w postaci formuly aberracyjnej pierwszego rzedu:
Goon = Fupocs + < Fapocs X (VX Fapoc)

f _ (3.8)

S = Spocs + = S X (X Sc)

Korzystajac z tego, ze mierzymy polozenie gwiazdy wzgledem odniesienia, mo-

zemy zapisac:

- -

Sobs = Oobs T+

7

N
o
(3.9)
- _ =2 -
Sspocz = Ospocz +€

-

Warto w tym miejscu zauwazy¢, ze § oraz € nie sq wektorami o jednostkowej
dtugosci, lecz odpowiadajg réznicy dwoch polozen na sferze niebieskiej. Podstawiajac

rownanie (3.9) do formuty (3.8) i Iaczac ze sobg oba réwnania otrzymamy:
e=5- %(O——)Spocz X (XX €) + € X (X Gspocz) + € X (¥XE) . (3.10)

Porzadkujac stronami wynikowg formutle, stosujac metode rézniczki zupelnej i
ograniczajac od goéry wyrazy rozwiniecia (ostatni wyraz, réwny € X (J? X €), jest pomi-
jalny) otrzymamy uwikltane oszacowanie:

2le]

AE] = [AS] + TM , (3.11)
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powracajac natomiast do réwnan (3.9) otrzymujemy ostatecznie:

2953

108 poca] = [AG poca + 1AS] + - 9. (3.12)

Warto wspomnieé, ze mimo iz c?spocz jest potozeniem gwiazdy referencyjnej uwol-
nionym od wplywu aberracji, to jest ono wcigz obcigzone efektem grawitacyjnego
ugiecia Swiatla (rozdziat 3.3), ktéry musi zosta¢ wymodelowany na podstawie poto-
zenia ICRS. W zwigzku z tym, |A35pocz| jest wcigz rézne od zera.

Okazuje sig, ze przy zalozeniu niewielkiej odlegtosci pomiedzy mierzonymi gwiaz-
dami, metoda astrometrii wzglednej pozwala na duzo precyzyjniejszy pomiar niz
metoda bezwzgledna. Od razu mozna zauwazy¢, ze biad orientacji osi ukladu 7
nieprzekraczajacy kilku milisekund kata, w astrometrii wzglednej nie ma praktycz-
nie zadnego znaczenia. W tabeli 3.2 poréwnano wplyw dokladnosci wyznaczenia
predkosci na precyzje astrometryczng dla obu rodzajéw pomiaré6w — symbolem 0

oznaczona zostata odleglos¢ katowa pomiedzy gwiazda mierzong a referencyjna.

maks. |A¥] ()

btad (uas) pomiar pomiary wzgledne

bezwzgledny 0 =1° 0 =10

0.1 0.00015 0.017 0.10
1 0.0015 0.17 1.00
10 0.015 1.67 10.04
100 0.15 16.73 100.38

1000 1.46 167.30  1003.82

Tablica 3.2: Dopuszczalna niepewno$¢ wyznaczenia predkosci barycentrycznej obser-
watora w zaleznosci od zadanej precyzji astrometrycznej — poréwnanie pomiaréw

bezwzglednych i pomiaréw wzgledem gwiazdy referencyjnej oddalonej o kat 0

Otrzymane w tabeli 3.2 wymagania na dokladno$¢ wyznaczenia % s3 znacznie
bardziej prawdopodobne do osiggniecia, nawet w przypadku naziemnych obserwa-
¢ji interferometrycznych. Zaktadajac, ze wyniki obserwacji zostang przedstawione w
ukladzie zwigzanym z geocentrum, wymagana dokladno$¢ moze zosta¢ osiggnieta
dzieki wykorzystaniu odpowiednio precyzyjnej efemerydy. Dla przykiladu, przed-
stawiona w [2] efemeryda INPOP08 pozwala na osiggniecie precyzji wyznaczenia
predkosci rzedu 1072, co jest w pelni wystarczajace do przeprowadzenia redukji

efektu aberracji na poziomie 0.1 pas.
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Warto zauwazy¢ fakt, ze w celu wykorzystania korzysci, jakie oferuje zwiekszona
dokladnosé¢ pomiaréw wzglednych, wcale nie trzeba uciekad sie do specjalnych metod
redukgji. Jezeli pomiary polozenia gwiazdy byly dokonywane zawsze wzgledem tej
samej gwiazdy referencyjnej (lub tego samego zestawu gwiazd), tak jak zapropono-
wano to w rozdziale 2.3, to jest to samo przez sie wystarczajgce do oceny niepewnosci

réwnaniem (3.12), nie za§ réwnaniem (3.7).

3.3 Grawitacyjne ugiecie Swiatla

Po wyeliminowaniu efektéw aberracyjnych, wynikowy kierunek Sipoc, jest juz nieza-
lezny od ruchu obserwatora, wcigz jest natomiast obcigzony efektami wynikajacymi
z obecnos$ci oddzialujgcych grawitacyjnie obiektéw z jego otoczenia. Kolejny etap
redukcji ma za zadanie pozbycie sie¢ wplywu pola grawitacyjnego cial Uktadu Sto-
necznego. Oprécz tego, ze konieczne jest uwzglednienie wptywu Storica, przy mi-
krosekundowej precyzji znaczacy staje sie takze wplyw planet, a nawet niektérych
malych ciat Uktadu Stonecznego.

Pole grawitacyjne cial Ukladu Stonecznego (a szczegélnie planet olbrzyméw) ma
symetrie sferyczng tylko w przyblizeniu. Aby przeprowadzi¢ dokladng redukcje, na-
lezy wzig¢ pod uwage nie tylko sktadowa sferyczna pola grawitacyjnego, ale takze
sktadowe zwigzane ze sktadowymi wyzszych rzedéw. Sktadowe te wyrazaja sig ilo-
Sciowo poprzez wspoélczynniki rozkltadu harmonicznego potencjatu grawitacyjnego
(tzw. harmoniki strefowe) ], J5,... charakterystyczne dla danego ciata. Rozdzielajac
sktadowg sferyczng od pozostatych skladowych i korzystajac z wprowadzonej w [7,
s. 1591] formuly opisujacej wplyw sferycznie symetrycznego pola grawitacyjnego,
mozna zapisa¢ zwigzek pomiedzy kierunkiem do Zrédia obcigzonym efektem grawi-

tacyjnego ugiecia $wiatla (Sipoc;) @ kierunkiem uwolnionym od tego efektu (5):

-

6sfer

-

)+5,2+6]3+... . (3.13)

2 _S_,+Z (1+F)GMA jA (1+§)'?A
S‘m > & dp\ 1Al

W powyzszym wzorze sumowanie zachodzi po wszystkich branych pod uwage Zré-
-

dfach pola grawitacyjnego, da = §X (§X ), za$ 74 oznacza wektor od obserwatora do

zrédta pola w momencie obserwadji (¥4 = X4 — X).

W celu przeprowadzenia rachunku btedéw, warto skorzysta¢ z innej, podanej w

22



N
obs. Sgocz

Rysunek 3.1: Schemat zjawiska grawitacyjnego ugiecia $wiatta

[7, s. 1591], postaci formuly (3.13) wyrazajacej wplyw skladowej sferyczne;:

(1+T)GMy  £(7,5)
6sfer = S t
2|74 2

(3.14)

Dla uproszczenia zapisu oznaczmy ¢ = £(74,5). Stosujgc metode rézniczki zupel-

nej otrzymamy:

A(szer = 2 |A7A| +

(1+T)GM, [ctg £ 1, 615
|7al? |74l(sin 5)2 .

Zmiane Ay na skutek matego przesuniecia A7, mozna w prosty spos6b oszacowac:

AP < 47| (3.16)
|7l
Podstawiajac (3.16) do (3.15) otrzymujemy:
_(A+DGMu [ @ AN
A(szer = W Ctg E + | CSC E |A1’A| . (317)

Powracajac do réwnania (3.13), mozna obliczy¢ maksymalny wplyw skladowej

sferycznej, ktéry zachodzi¢ bedzie dla odleglosci katowej 1 réwnej promieniowi ka-
R4
7al”

Y = ¢, do (3.14) otrzymujemy:

towemu ciata 14 = gdzie przez R4 oznaczono promien fizyczny ciafa. Podstawiajac

(1+T)GMa Ry
2|74 2|74

sup Osfer = , (3.18)
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za$ korzystajac z tego, ze ctg ~ ¢! oraz przyjmujac I' = 1, otrzymujemy:

oo, - 2CMa 207l _ 4GMa
p sfer = C2|17)A| RA - RAC2

(3.19)

Na podstawie [7, s. 1591], wplyw efektéw wynikajacych z poszczegdlnych sktado-

wych niesferycznych oszacowaé mozna jako:

Ctgl)[) n+l
6]” < ]n (Ctg HbA) sup 6sfer . (320)

Jesli sktadowe niesferyczne pola grawitacyjnego sa zaniedbywane, oznacza to, ze
Adj, = 05,. Na podstawie (3.20) i (3.24), oraz zaniedbujac wyzsze niz kwadrupolowe
sktadowe pola grawitacyjnego, catkowity wplyw tego etapu redukcji na doktadnos¢

wyznaczonego polozenia wyniesie:

S 2 3
t
AS = 2GMa lAjAl (:scE + 22 (ctgy (3.21)
cz | |74l 2 Ra\ctg 4
Korzystajac raz jeszcze z przyblizenia matych katéw oraz podstawiajac 4 = l%,
otrzymujemy:
2
= 4GNfA (2|AFA| + @) (3.22)
Pre2lral Pl7al

Niepewno$¢ potozenia obiektu wyrazajaca sie sktadnikiem |A74] ma dwie przy-
czyny. Po pierwsze, skltada si¢ na nig dokladnoé¢ efemerydy, z ktérej wyznaczana
jest trajektoria obiektu. Po drugie, kierunek tego wektora jest obcigzony btedem 7
(rozdziatl 2.3), ktéry przekiada sie na niepewnos¢ przestrzenng. Mamy zatem

|A7A| = Actem + 4 : (3.23)
|7 al

Przy takim podstawieniu rachunek btedéw wyraza sie nastepujaco:

2
AS = 4G—Mf‘ 2Aefem + é 2n + JoRa . (3.24)
Y227 al? |74l %

Réwnanie powyzsze mozna rozwigzaé¢ numerycznie, poszukujac minimalnej do-

puszczalnej odlegtosci katowej wymaganej dla okres§lonego poziomu precyzji. Poniz-
sza tabela zawiera wartosci 1) dla dopuszczalnej niepewnosci 0.1 pas oraz réznych
dokladnosci wyznaczenia potozenia cial (Aetem). Przyjeto, ze obserwator znajduje sie
w niewielkiej odleglosci od orbity Ziemi, za§ n = 0.5mas. Wspoélczynniki |, oraz

parametry fizyczne planet zaczerpnieto z [10].
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cialo sup Oster SUpS;, Ya Y (”) w zaleznosci od Aefem (km)
(uas) (uas) (”) 0.1 1 5 10 100

Storice 17.75 e 16’

Merkury 83 e 55 11 15 46
Wenus 493 e 30 41 87 123 386
Mars 116 0.2 89 13 14 20 25 75

Jowisz 16300 240 23 318 321 331 345 557
Saturn 5770 94 97 98 99 101 104 156
Uran 2030 68 20 98 10 11 13 26
Neptun 2490 8.5 12 72 73 79 87 18

Tabela powyzsza ma przede wszystkim warto$¢ pogladowg, za$ dla samego procesu
redukcji istotne jest rownanie (3.24), dzigki ktéremu mozna w dowolnej sytuacji osza-
cowaé niepewno$¢ pochodzacg z redukcji efektu grawitacyjnego ugiecia $wiatta. Dla
uzyskania omawianej precyzji nalezy w ramach redukcji uwzgledni¢ nie tylko po-
dane w tabeli ciata, lecz takze wszystkie ciala o promieniach (R4) i gestosciach (p)

spelniajacych zalezno$¢ nadmieniong w [7]:

—12
RA>(1‘Dg] 197km . (3.25)

cm?®

Zaleznos¢ tg spetniajg wszystkie planety, przewazajaca wiekszos¢ ich naturalnych sa-
telitow, planety karfowate (Ceres, Pluton, Eris, Makemake, Haumea) oraz duza liczba
obiektow pasa Kuipera. Na szczeScie, duza czes$¢ przywotanych ciat stanowig obiekty
male i polozone w duzej odleglosci od Ziemi, dzieki czemu powodowane przez nie
efekty grawitacyjne istotne sg tylko dla bardzo matych odlegltosci katowych. Z dru-
giej jednak strony, z powodu duzej ilosci takich obiektéw, zaniedbanie ich wpltywu
moze prowadzi¢ do pojawienia si¢ dodatkowego szumu, skutecznie utrudniajacego
wlasciwg analize pomiaréw o wysokiej doktadnosci.

W przypadku obserwacji w matlej odleglosci katowej od Storica, kluczowe znacze-
nie ma opisany w pracy [7] efekt wynikajacy ze skoriczonej odleglodci przestrzennej
do gwiazdy. Jesli efekt ten jest zaniedbywany (tak jak w tym modelu), redukcja moze
by¢ przeprowadzona tylko w obszarze, w ktérym jego amplituda nie przekracza za-
ktadanej warto$ci. Dla dopuszczalnego biedu 0.1 yas minimalna odlegtos¢ katowa od
Storica wynosi 22°.7 i maleje ona odwrotnie proporcjonalnie wraz ze zmniejszaniem

precyzji, dla bledu nieprzekraczajgcego 1 uas wynosi wiec zatem juz tylko 2°.3.
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Rysunek 3.2: Zjawisko aberracji planetarnej

3.3.1 Aberracja planetarna

Obiekty Ukladu Stonecznego poruszaja si¢ wzgledem nas z okreSlonymi predko-
Sciami. Zatem, jesli obiekt taki jest Zrédlem Swiatta (wlasnego lub odbitego), to w od-
stepie czasu miedzy emisjq $wiatta a odebraniem go przez nas, obiekt zdgzy przebyé
pewng droge w przestrzeni. W zwigzku z tym, widzimy obiekty z pewnym, niewiel-
kim cho¢ znaczgcym, op6znieniem. Co wiecej, skoro zaden rodzaj oddzialywania nie
moze przenosi¢ si¢ szybciej od $wiatla, to i oddziatywanie grawitacyjne wplywa na
nas z takim samym op6znieniem. Tak wiec, nawet jezeli obserwacje nasze nie dotycza
bezposrednio ciat Uktadu Stonecznego, to efekt ten i tak bra¢ musimy pod uwage,
jesli potrzebna jest dokladna warto$¢ potencjalu pola grawitacyjnego w(x), lub tez
jesli wymagana jest redukcja efektu grawitacyjnego ugiecia Swiatfa.

Przy pomocy efemerydy mozemy wyznaczy¢ geometryczne polozenie okreslo-
nego ciata wzgledem barycentrum Uktadu Stonecznego w dowolnej chwili. Oznaczmy
takie ,geometryczne” potozenie przez X4(t). Analogicznie, potrafimy wyznaczy¢ geo-
metryczne polozenie obserwatora x(t). Jesli przez #{t) oznaczymy wektor (takze w
uktadzie BCRS) taczacy w chwili t obserwatora z widzianym przez niego obrazem
ciala, mozemy zapisa¢ zaleznos¢:

()]

c

At) = Talt — —2) —R(t) . (3.26)

Jest to zaleznoé¢ uwiktana, moze by¢ jednak rozwigzana metoda iteracyjng, przyjaw-

szy poczatkowo 7(t) = 0.
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3.4 Paralaksa heliocentryczna i ruch wlasny

Kolejnym krokiem w redukgcji astrometrycznej jest uwzglednienie efektu paralaksy he-
liocentrycznej, czyli pozornego, czysto geometrycznego przesuniecia obrazu gwiazdy
na niebie z powodu okre$lonej pozycji obserwatora wzgledem barycentrum Uktadu
Stonecznego. W tradycyjnej astrometrii (co zostalo szczegétowo opisane w [5]), re-
dukgcji tego efektu dokonuje si¢ przy pomocy wyznaczonego dla danej gwiazdy pa-
rametru paralaktycznego, powigzanego bezposrednio z odlegloscig, a wyrazajacego
amplitude rocznego ruchu obrazu gwiazdy na sferze niebieskiej spowodowanego
efektem paralaksy.

W przypadku astrometrii o precyzji mikrosekundowej, utrzymanie takiego podej-
Scia wymagaloby wyznaczenia parametréw paralaktycznych z takowaZz doktadnoscia.
Aby oming¢ ten problem, redukcje efektu paralaksy nalezy przenies¢ do etapu mode-
lowania, dopasowujac do obserwacji petny, tré6jwymiarowy przebieg ruchu gwiazdy
wzgledem obserwatora, uwzgledniajacy réwniez i ruch obserwatora wzgledem ba-
rycentrum Ukladu Stonecznego. Za takim traktowaniem efektu paralaksy przemawia
rowniez fakt, ze przy duzej dokltadnoéci nie mozna zaniedba¢ efektéw zwigzanych ze
zmiang odlegtosci do gwiazdy na skutek jej ruchu w przestrzeni, a ich uwzglednie-
nie nie jest mozliwe w przypadku redukcji opierajacej sie wytacznie o statg wartosé
parametru paralaktycznego.

Analogiczna sytuacja zachodzi w przypadku efektéw ruchu wilasnego, wynikaja-
cych z wypadkowej predkosci gwiazdy wzgledem Ukladu Stonecznego. Réwniez i
tutaj wspoélczynniki ruchu wlasnego , i ys musialyby by¢ wyznaczone z doktadno-
Scig mikrosekundowa. Co wiecej, zalozenie, Ze pozostajg one stale, nie jest uzasad-
nione na zakladanym tutaj progu dokladnosci. Efekt ruchu wtasnego zostanie wigc

takze wigczony do etapu modelowania.
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Rozdzial 4

Astrometryczny model uktadu

planetarnego

Modelowanie ruchu gwiazdy przeprowadzane jest w tradycyjnej astrometrii przy wy-
korzystaniu wspoétczynnikéw ruchu wlasnego 1, i s, przyjmujac tym samym statoscé
tych wspoétczynnikéw w okreSlonym przedziale czasu. W przypadku astrometrii o
doktadnos$ci mikrosekundowej, takie podejscie jest, jak pokazano chociazby w [19],
niewystarczajace. Odpowiednio dokladny model moze by¢ natomiast skonstruowany
na podstawie wektorowych réwnan ruchu gwiazdy przy uwzglednieniu efektéw pro-
pagacji Swiatta.

Uklad odniesienia zwigzany z barycentrum Ukladu Stonecznego bedzie ozna-
czany jako BS, za$ uklad zwigzany z obserwatorem jako O. Barycentrum ukladu
sktadajgcego sie z gwiazdy i okrazajacych ja planet bedzie oznaczane jako BG, za$
uklad zwigzany z gwiazdg jako G. Ponadto, wazne jest rozréznienie pomiedzy poto-
zeniem geometrycznym, wynikajgcym wprost z réwnan ruchu, a astrometrycznym,
przy ktérym uwzglednia sie takze czas propagacji Swiatla. Celem tego rozdziatu be-

dzie powigzanie zaleznoSciami astrometrycznego polozenia G wzgledem O.

4.1 Ruch gwiazdy w ujeciu wektorowym

Jak wspominano wczes$niej, ukltad BS mozna z duzym przyblizeniem uzna¢ za uktad
inercjalny. Odpowiednim punktem wyjécia bedzie zatem wprowadzenie rownan wia-
$nie w tym ukladzie. Z uwagi na wzglednie krétkie przedzialy czasu obserwagji, ruch
BG wzgledem BS mozna z bardzo dobrym przyblizeniem uznaé za jednostajny.

Oznaczajac charakteryzujaca go predkos¢ przez v, mozemy okresli¢ geometryczne
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potozenie BG wzgledem BS, oznaczone jako g(t), rtéwnaniem:

a3
%:% . 4.1)

Dla dowolnie wybranego t4 prawdziwa bedzie réwnos¢:
p(t) = plta) + (= ta)d, . (4.2)

Potozenie G wzgledem 8BS, oznaczane przez p.(t), bedzie dodatkowo obcigzone

matym zaburzeniem €(t), wynikajagcym z obecnosci planet:

pu(t) = p(t) + E()

(4.3)
= [(ta) + (t — ta)T, + E(t)

Aby wyznaczy¢ wlasciwe polozenie astrometryczne G wzgledem 8BS, nalezy wziaé
pod uwage czas propagacji $wiatta. Z uwagi na przestrzenny ruch gwiazdy wartos¢
tej poprawki nie bedzie stala. Oznaczajac polozenie astrometryczne poprzez 7s(t),
otrzymujemy:

|75 (t)|
c

= plta) + (f -

75(t) = pu(t - )

|75 (t)|
c

175 (0) (44

c

)

- tA)Zj)g +g(t -

Dane obserwacyjne, do ktérych dopasowywaé bedziemy model, sg zebrane na
okreSlony przedziat czasu. Ustalmy teraz wybrany moment czasu, na przyktad zwia-
zany z poczatkiem przedziatu danych i oznaczmy go jako fy. Mozna wreszcie ustali¢

wartos¢ ta: At
re t()

t A= to - (45)
Podstawiajgc réwnanie (4.5) do réwnania (4.4) otrzymujemy:

7a(t s = IPs(to)l .
Fato) Pl = Fattly , g
c

_ i@l
c

75(t) = plto — ) + (£ = to)Tg — ) (4.6)

za$ ostatecznie, wprowadzajac parametr

|75(to)
c

)

fo = plto —
oraz funkcje
1 - -
a(t) = - (sl = I7s(to)l)
a takze skalujgc zaleznosé €(t) w nastepujacy sposob:

7
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otrzymujemy uklad dwu sprzezonych réwnan funkcyjnych':

p(t) = 7o + (t — to)Ty — d(H)Tg + E(t — d(t))
1 (4.7)
a(t) = - (17| = [75(to)])

Warto rowniez zauwazy¢, ze dla t = t;, zachodzi:
7e(to) = 7o + &) . (4.8)

Aby sprowadzi¢ potozenie gwiazdy do ukladu O, nalezy uwzgledni¢ polozenie
obserwatora wzgledem 8S. Wzgledne przesuniecie tych dwéch uktadéw bedzie obja-
wiac sie nie tylko w postaci geometrycznej translacji potozenia gwiazdy, lecz wplynie
takze na réznice czasu propagacji, a w zwigzku z tym, obserwowane pozycje gwiazdy
beda odpowiednio przesuniete w czasie. Zwigzek polozenia gwiazdy wzgledem 8BS
z polozeniem wzgledem O przedstawi si¢ nastepujaco:

At) = p(1) — (),
1 (4.9)
T =t = ()] - D)
Podobnie jak poprzednio, uklad ten mozna rozwigzaé metoda iteracyjng, tym razem

przyjmujac poczatkowo 7 = t.

4.1.1 Predkos¢ radialna a predkosé tangencjalna

Na obserwowane potozenie gwiazdy wplywajg gléwnie sktadowe predkosci tzw. tan-
gencjalne, czyli prostopadie do kierunku fgczacego obserwatora i gwiazde. Predkosé
radialna ujawnia sie jedynie w postaci efektow wyzszych rzedéw, zwigzanych np. z
tzw. przyspieszeniem perspektywicznym. W zwigzku z tym, niepewnos¢ jej wyzna-
czenia na podstawie obserwacji bedzie znacznie wigksza niz w przypadku skfado-
wych tangencjalnych. Warto wiec przedstawi¢ predkos¢ 7, w obréconym ukltadzie
wspotrzednych, zwigzanym z przyblizonym kierunkiem do gwiazdy wyrazonym

wektorem 7). Wprowadzmy oznaczenia:
a, = L@, 70— (fo- &)ez)
Cor (4.10)
0, = K(e—.)m 776)

Jedna z mozliwych transformacji pomiedzy predkoscig w ukladzie standardowym

(U,) a predkosciag w uktadzie, w ktérym 0§ z skierowana jest zgodnie z wektorem 7

!podana posta¢ uktadu réwnan jest o tyle przystepna, ze dla zadanej wartoéci t mozna go rozwigzaé

metodg iteracyjng, przyjmujac poczatkowo d(t) =0
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(U.), przedstawia sie nastepujgco:
7 = Ro(ay) - Ry (6,) - Ty . (4.11)
Nietrudno przedstawié¢ transformacje odwrotna:
Uy = Ry(=6,) - Ro(—a,) - U5 . (4.12)

W nowym ukladzie wspoétrzednym predkos¢ radialna bedzie skierowana z dobrym
przyblizeniem w kierunku osi z. Zatem, trzecig skladowa wektora ¥, mozna potrak-
towa¢ odmiennie od pozostalych. Jedli znana jest (z innych obserwacji) przyblizona
warto$¢ predkosci radialnej gwiazdy, mozna ta warto$¢ przyjac za stalg i tym samym
wykluczyé z modelu. Zmniejsza to ryzyko uzyskania zlego dopasowania z malo
prawdopodobng wartoscig predkosci radialnej. Uzycie predkosci wiasnie w takim
uktadzie pozwala takze na utrzymanie dobrej doktadnosci dopasowania pozostatych

sktadowych.

4.2 Modelowanie danych na podstawie parametrow

Podsumujmy teraz wszystkie parametry uwzgledniane w modelu. Sg to przede wszyst-

kim, dla kazdej hipotetycznej planety, zestaw jej parametréw orbitalnych:
e potos wielka orbity ,,gwiazdowej” ()
e mimosrod orbity (e)
e nachylenie orbity ()
o dlugos¢ wezta wstepujacego (£2)
e dlugos¢ perycentrum (@)
e czas przejScia przez perycentrum (t,)
e okres orbitalny (T)

Niezaleznie od zakladanej ilosci planet, w sktad modelu wchodza réwniez nastepu-

jace parametry:
e potozenie barycentrum uktadu gwiazdy w ustalonej (f) chwili czasu (7))

e predkos¢ barycentrum uktadu gwiazdy — jw. (7;)
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Warto zauwazy¢, ze kazdy parametr wektorowy jest rtwnowazny trzem niezaleznym
parametrom skalarnym. Jesli przez N oznaczymy zakladang ilos¢ planet w ukladzie,
otrzymamy 7N + 6 niezaleznych parametr6w?. Sama ilo$¢ planet nie jest parametrem
uktadu z dwéch powodéw. Po pierwsze, bylby to parametr o rozktadzie dyskretnym,
a nie cigglym, co wymagatoby odmiennego traktowania niz w przypadku pozostatych
parametréw. Po drugie, jasne jest, ze model z wieksza ilodcig planet bedzie zawsze
dopasowany do obserwagji lepiej niz model, w ktérym zaklada si¢ ich mniejsza ilos¢.
Poréwnywanie dwéch dopasowan o réznej ilosci planet wymagaloby zatem bardziej
wyrafinowanych metod niz standardowa metoda najmniejszych kwadratéw.
Modelowanie potozenia gwiazdy dla znanych wartoéci parametréw i ustalonej
chwili czasu t rozpoczyna si¢ od rozwigzania réwnania (2.2), po czym, obliczywszy
warto$¢ E(t), wyznaczenia wektora przemieszczenia € z réwnania (2.4). Nastepnie,
nalezy podstawi¢ tg wartos$¢, razem z wektorem ¥, otrzymanym z (4.12), do uktadu
réwnan (4.7). Otrzymany wektor 73 postuzy do rozwiazania uktadu (4.9), z ktérego
wyznaczy¢ nalezy ostateczny wektor 7 astrometrycznego potozenia gwiazdy. Wektor
ten, po normalizacji S = %), jest rownowazny wektorom kierunkowym powstatym

na skutek redukgcji astrometrycznej danych obserwacyjnych.

4.3 Dopasowanie modelu do obserwacji

Na obecnym etapie analizy danych dysponujemy juz serig danych obserwacyjnych po
przeprowadzeniu redukgcji astrometrycznej. Zalézmy, Ze seria ta sktada sie ze zbioru
M tréjek {(t;,Si, A)}i=1..m zlozonych ze wspotrzednej czasowej i odpowiadajacego jej
wektora kierunkowego oznaczajgcego potozenie gwiazdy wraz z niepewnoscig (o
zakladanym rozkladzie normalnym). Zakladajac okreslone wartosci parametréw mo-
delu (opisanych w rozdziale 4.2) mozemy skonstruowa¢ na ich podstawie serie wekto-
row kierunkowych {S_)i}izl...M odpowiadajacych tym samym wspoétrzednym czasowym
ti.

Dla wybranych parametréw modelu mozemy wyznaczy¢ wartos¢ x?, bedgcg miarg
rozbieznosci dwoch serii danych: obserwacyjnej i syntetycznej. Mozna wiec skonstru-
owaé funkcje przyporzadkowujaca zestawowi parametrow miare jego zgodnosci (a

raczej rozbieznoSci) z obserwacjami:

X(..)= i (@]2 . (4.13)
A;

i=1

2lub 7N + 5, zaleznie od sposobu traktowania predkosci radialnej
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Nalezy zauwazy¢, ze skoro wszystkie parametry modelu majg rozklad ciagly, to
problem znalezienia parametréw najlepiej pasujacych do obserwacji jest rtownowazny
problemowi znalezienia minimum funkcji wielu zmiennych, a mianowicie funkcji
X*(...). Do rozwigzania tak sformutowanego problemu moze zosta¢ wykorzystany
dowolny algorytm realizujacy to zadanie, np. nadmieniony w [19] jako odpowiedni
do tego celu algorytm Levenberga-Marquadta. Pomimo tego, ze formalnie problem
ograniczy¢ mozna do poszukiwania minimum globalnego, a odpowiadajgce mu para-
metry uzna¢ za najlepsze dopasowanie, w praktyce duza warto$¢ maja takze rozwia-
zania odpowiadajace kolejnym co do zgodnosci minimom lokalnym (np. [4]). Po wy-
znaczeniu optymalnego zestawu parametréw, mozna, jeéli znana jest mase gwiazdy
centralnej M., powrdci¢ do réwnan (2.6) oraz (2.7) i wyznaczy¢ poélosie orbit 4; oraz
masy wszystkich sktadnikéw uktadu m; (i=1...N).

Jednym z alternatywnych podejs¢, ktére mogg by¢ wykorzystane w miejscu przed-
stawionego w tym rozdziale modelowania jest analiza widmowa (przy uzyciu trans-

formaty Fouriera) zmiennoSci serii wektoréw §;. Podejscie takie opisane zostalo w

pracy [8].
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Rozdzial 5

Podsumowanie

Niniejsza praca stanowi probe rozeznania zaréwno mozliwosci, jak i wymagan sto-
jacych przed precyzyjng astrometrig. Dokonano przegladu efektéw, ktére musza by¢
wziete pod uwage juz podczas oceny dokiadnosci planowanych pomiaréw, a takze
pozniej, w czasie analizy zebranych danych pomiarowych. Udalo sie spojrze¢ na pro-
blem pod katem projektowania automatycznego systemu modelowania i redukcji da-
nych — po raz kolejny okazalo sie, Ze zagadnienia precyzyjnej astrometrii bardzo do-
brze nadajg si¢ do sformutowania w postaci schematu algorytméw, wykonywanych
krok po kroku; takze dlatego, ze wiele doktadnych zaleznosci nie da si¢ przedstawic
inaczej, jak tylko w postaci wyrazen rozwigzywalnych numerycznie.

Tematyka precyzyjnych obserwacji astrometrycznych obejmuje bardzo wiele aspek-
tow, dlatego nie zostaly tu poruszone kwestie techniczne, dotyczace np. wspélpracy z
efemerydg JPL czy szczeg6i6w metod numerycznych. Tworzenie rzeczywistego sys-
temu obliczeniowego jest zagadnieniem o wiele szerszym i obejmuje takze kwestie
architektury komputera, precyzji sprzetowej, kompilacji czy zastosowania metod nu-
merycznych. Jest to zatem temat, ktéry mégtby zosta¢ poruszony w wiekszym projek-
cie, skupionym wokoét budowy dziatajacego pakietu, przy pomocy ktérego mozliwa
bytaby numeryczna weryfikacja precyzji zawartego tu modelu, a nawet analiza rze-

czywistych obserwacji interferometrycznych.
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